DIFERENCIALNY POCET FUNKCIE JEDNEJ REALNEJ
PREMENNEJ

1. Derivacia funkcie a jej vlastnosti

Pojem derivacie vznikol v 17. storo¢i pri rieseni fyzikalnych uloh (Isaac Newton: rychlost
priamociaro sa pohybujuceho telesa je derivacia drahy podla Casu V(to): %) a pri rieSeni

uloh v geometri - zavedenie pojmu dotyc¢nice ku grafu funkcie (Ak sa bod Q blizi k bodu P,
t.j. Xx-Xo=h— 0, priamka - se¢nica sa blizi ku limitnej polohe priamky - doty¢nici).

Vsade tam, kde chceme vypocitat’ zmenu nejakej veliciny, a to v akomkol'vek vednom alebo

. f(x,+h)—f(x
technickom obore, sa objavuje limita v tvare lim X +1) = T(%,)

h—0 h
chemickej reakcie v istom case alebo marginalne naklady v ekondmii). Ked'ze tento typ limity
sa objavuje vel'mi Casto, dostala Speciadlne meno a oznacenie:

(napriklad rychlost’

Def.:
Nech funkcia f je definovana v bode xo a v nejakom jeho okoli.

fF(xp +h)—f(x)

Derivaciou funkcie f v bode xo nazyvame lhim , ak tato limita existuje.
—0

df (x,)

Ozn
dx

alebo f'(x,).

Vypoéitajte derivaciu funkcie f(X)= X’ =2X v bode xo =0 podla definicie :

— 2_ — f—
: £(x) = limt =T _ g X =220, X(X=2)
X—0 X=X, X—0 X—=0 x—0 X
2 /[ fr(x,=0)=-2
O




Vypocitajte derivaciu funkcie f(x)= X vbode x, =0 podla definicie.

2

1+X
Riesenie: X
— P
£(x, = 0) = lim - =Ty 1
¥ Xx—0 X_XO Xx—0 X
: = lim 2=1=tga:>a:£
-1 ! x>0 1+ X 4

Vypocitali sme, ze derivécia t.j. smernica dotyc¢nice je 1, ¢ize dotyCnica zviera s Xx-ovou 0sou

uhol o = z. O
4
f(x)— f f(x)- f
Ak plati Tim 7 D o tebo tim T ) o ovorime, ze funkeia £ma
X—Xg X=X, X=X X=X,

v bode xo nevlastnu derivaciu . Ak je funkcia fv bode xo spojita, potom jej graf ma
dotyCnicu rovnobeznu s osou y, t.j. X = Xo je rovnica dotyCnice.

Funkcia f, ktord ma v bode X, derivaciu f’(X,), sa nazyva diferencovatel’na v bode X, .

f(x)-f f(x)—f
Ak existuje lim T= 1) =f '(x,) resp. lim T 1) =f '(X,), nazyva sa
% X=X, X=X,

derivaciou sprava funkcie f v bode Xo (resp. derivaciou zl’ava).

VETA 1: Funkcia f ma v bode xo derivaciu vtedy a len vtedy, ked’ existuju f,"(x,), f_"(X,)
aplati: f'(x,)=f,'(X,)=f_"(X,)

Dokazte, ze funkcia f(X)= |X| nema v bode X, =0 derivaciu.

Riesenie:

f ’(XOZ O) = hmM — hmm

x—0 X — XO x=0 X

, . |X| . X
.70 =0) = lim =" = lim > =1

i

= f,(0)> f."(0)
f(x, =0) = tim M i =X

x—>0" X x>0 X




VETA 2: (nutnd podmienka existencie derivacie)
Ak ma funkcia f v bode xo derivaciu, potom je v bode xo spojita .

Tato podmienka je nutnd podmienka. Nie je to postacujuca podmienka, pretoze
z predchéadzajuceho prikladu vidno, Ze funkcia je spojita, no nema derivaciu v bode xo=0.

2. Geometricky a fyzikalny vyznam derivacie

Funkcia f ma derivéaciu v bode x ,, ak existuje limita podielu 1imM .
X=Xy X—Xo

Ak si zvolime na grafe funkcie fbod P = [XO, f (%, )],
f(x)- f(x)
X — Xo
priamky uréenej bodmi [x,, f (x,)] a [X, f(X)].

potom podiel =1ga je smernicou

v=fx)

Ak zmenSujeme rozdiel X - X,, tj. ak X — Xo, meni sa Y°=f(xo}
priamka, ktord je se¢nicou grafu funkcie f, na
doty¢nicu ku grafu tejto funkcie v bode X .

Takto dostavame lim M

X—>Xp X — Xo

dotyénice ku grafu funkcie fv bode P =[x,, f (x,)].

=1tga . Teda derivacia funkcie f v bode x, je smernica

Rovnicu tejto dotyénice mozeme napisat’ v tvare: Y = f'(Xo)(X — Xo)+ ()

ROVNICA DOTYCNICE  t: y—yo=f (X)X = X:)

ROVNICA NORMALY n:y-yo=——| (X —Xo)

f'(xo)

Pr.): Najdite rovnicu doty¢nice a normély ku grafu funkcie f:y=x*—x+1vbode A =

[1.1].

Riesenie: fx=1)=2x-1=1

t:y—-1=1(x-1)

n:y—lz—%(x—l)




X

N4jdite rovnicu doty¢€nice a normaly ku grafu funkcie y = % +1 akt]| p.

Riesenie:
X 1 1
X=2y+1l=0=Dy=—+—=k=—
p y y > t5 >
e’ 1
f x)=—=—=¢e"=1=x,=0
(Xo) 573 0
3
bod dotyku: A= [O,E}
A R
t: =5+§ n: =-2x+é
AT Y 2

Nech sa teleso pohybuje po priamke a nech pre jeho polohu v ¢ase t plati y = f (t)
Hovorime tiez, ze y = f (t) je rovnica drahy daného telesa.
Ulohou je ur¢it’ okamzith rychlost telesa v ¢ase t, Pretoze f (t) —f (t,) je draha, ktor( prejde

f®-ft)

0

teleso v Casovom intervale <t0 ,t> , vyjadruje vztah priemernu rychlost’ telesa

v ¢ase od t, po t. Cim mensi bude ¢asovy usek <t0 ,t> , tym presnejsie dany vyraz aproximuje
okamzitl rychlost’ telesa v Case t, .

f(t)— f(t
Potom f(t,)= limw

tot,

povazujeme za okamzitu rychlost’ telesa v Case t,,
Hovorime tiez, Ze rychlost’ je derivaciou drahy.
Podobne, zmena rychlosti v ¢ase sa vyjadruje zrychlenim. Hovorime, Ze zrychlenie je
derivaciou rychlosti.
Priamogiary pohyb telesa je uréeny rovnicou s = 7t* + 5t. Uréte jeho rychlost’ a zrychlenie
v ¢ase tg=1.
Riesenie:
ds
a) rychlost:v = E(t0 =1)=14t+5=19

b) zrychlenie: a = %(t0 =1)=14



3. Zakladné pravidla derivovania

VETA 3: Nech f,,f, majui vbodex,derivaciu. Potom aj funkcia F=cf, +¢,f,

(c,,C, st l'ubovolné konst.) ma v bode X, derivéciu a plati: F'(X,) =c, f,"(x,)+¢,f,"(X,)

Dokaz: Funkcie f,, f, maju derivacie v bode X, :

fl(x)_ fl(XO) f '(X ): lim fz(x)_ fz(xo)
X=X,

X=X X=X,

f,"(X,) = lim
Pre funkciu F =¢, f, +c,f, plati:
') = lim —O PO _ i, G 10076 B0 26 1 0%) 76, To(%y)

X—Xg X=X, X—>Xg X=X,

Mim ci(f1(x) = fi(xo)) + lim C2( f2(x) — f2(x0))

= Cl fl’(xo) + Cz fz!(XO)
X=Xo X —Xo X=X X—Xo

VETA 4: Ak maju funkcie u,v derivaciu v bode X, ,potom aj funkcia F =U.v ma derivaciu
Vv X, a plati F"(X0) = U"(X)-V(X) +U(Xy)-V" (X,)

Dokaz: Funkcie u(x) , v(x) majt derivaciu v bode X, :

u’(xo)z hmw V’(X0)= lim V(X)_V(Xo)

X—>Xp X — XO X—>Xp X - XO

Pre funkciu F =u(x).v(x) plati:
UX)V) —U(X, ) V(%) _ lim U(X)V(X) +V(X)U(Xg) = V)UK, ) —U(X,) V(%)

(uv)'(x,) = lim

X=X, X=X X — X,
i MO0 ZUO)NO) VOO V060K _ g W00 U)o VOO V) (x,) =
X—>Xo X — )(0 X—>Xo X - XO X—>Xo X 0

=U"(X,)V(X,)+U(X,)V'(X,) O



VETA 5: Ak maju funkcie u,v derivaciu v bode X, a X, # 0, potom funkcia: F = u
\'
U’(Xo )-V(Xo) — U(Xo )-V’(Xo )

ma v bode X, derivaciu a plati: F'(X,) =

[vex)F
Dokaz:
u(x)  u(x,)

(Ej(x ) = lim V(X)  V(X,) - lim U(X).V(X,) = V(X).u(X,) _

V) U e X=X, ox V(X)V(X) (X = X,)
i 100 ~UCx)M00 = V00 v u(x,)

X% V(X)V (X ) (X = X, )
= lim U(X)_U(XO) V(XO) _ V(X)_V(Xo) U(Xo) _ U’(Xo)-V(Xo)_u(xo)-vr(xo) 0

ol X=X, V(X)V(X,) X=X, V(X)V(X,) V2 (X,)

VETA 6 (o derivacii inverznej funkcie):
Nech f je rydzo monotonna a spojita na intervale (a,b) a nech ma v bode yoe(a,b) derivaciu
f'(yo)# 0. Potom k nej inverzna funkcia f ' ma derivaciu v odpovedajucom bode xo = f(yo)

1
lati: f'"(x,) =
a plati (X,) 0y0)
Dokaz: Z predpokladu plati ~ f'(y,) = lim T =10
Yy—=>Yo y — yO
f(x) i |__
YnI I f X
- Xo= o
f(Yo} (Yo)
f-1
Potom :
-1 _ -1 _
f—l r(XO) — hm f (X) f (XO) — llm y yO — llm f(y)_lf(yo) _ ’1
X=X X=X, Y- f(y)— f(yo) y—>y0y77y0 f (yo)

VETA 7: ( o derivéacii zlozenej funkcie)
Nech ma funkcia ¢@(x)=u derivaciu v bode xo a funkcia f(u)=f(p(x)) derivaciu v bode
Uo=@(Xo). Potom aj zlozena funkcia F(X)=f(p(x)) ma derivaciu vbode xo a plati:

F'(x0)=f"(0(x)).@"(x0)




VETA 8:

e Nech f(x) =c¢ pre xeR. Potom {'(x) =[c]"=0.
e Nech f(x)=x",neN, xeR. Potom f’'(x)=|x" }: nx"" na intervale (-00,00)
e Nech f(x)=x",neR, xeR. Potom f’(x)= [X" }: nx""' na intervale (0,0).

VETA 9: Nech f(x)=sin x, g(x)=cos x. Potom:

o f’(x)=[sin x]’=cos X
o g’(x)=[cos x]’=-sin X, pre X€(-00,00).

Dokaz: Nech xoeR.

) . sinX-—sinX . sin(X, +1n) —sin X . sinX,.cosln+ cos X, .sinln—sin X
[sinx]' = lim———=1lim (X, +1n) 0 = lim 0 0 0 —
X=X, X=X, In—0 In In—0 In
. sin X (cosln—1 . €cosX,—sinln
= lim ol ) _ lim————— =cosX,
In—>0 In In—1 In

Pretoze xo bolo 'ubovolné ¢islo z (-o0,00), dokaz plati pre vSetky redlne Cisla.

Podobne sa dokaze [cos x]’= - sin X

VETA 10: Nech f(x)=tg x, g(x)=cotg x. Potom:

o PX)=tgx]’= ! pre x = 2k+1)n/2, keZ
c

0s? x

o g'(x)=[cotg(x)]= — prex=km ke Z.

sin? x

VETA 11: Nech f(x)= arc sin x, g(x)=arc cos x. Potom:

e f(x)=[arc sin x]’=

= pre xe(-1,1)
I-x

o g’(x)=[arc cos x]'= — pre xe(-1,1).
1-x°

VETA 12: Nech f(x)= arc tg x, g(x)=arc cotg x. Potom:

o f(x)=[arc tg x]’= " ! pre x € (-00,00)

X2

e g'(x)=[arc cotg x]'= — " ! pre x € (-00,00).

XZ




Dokaz: Funkcia f(x)=arc tg x je inverzna ku funkcii x=tg y, ktord je monoténna a na

T
(E’

T
—) ma derivaciu |tgy [= .
>) [tay] ey

Potom podl'a VETY 6 ( o derivacii inverznej funkcie ) plati:

f'(x) =[arctgx] = 1 cos y= =

cos’ y

Podobne sa dokdze pre arc cotg Xx.

VETA 13: Nech f(x)=Inx, x>0 . Potom f’(x) =[Inx]= 1 na intervale (0,00).
X

VETA 14: Nech f(x)=a", xeR, a>0. Potom [ax] =a”“Ina pre xeR.

Specialne : (e*) =¢*

VETA 15 : (o logaritmickom derivovani)
Nech f(x), g(x) maju derivacie preV xe(a,b) a nech f(x)>0 na (a,b). Potom:

[Fo] =feromreo} [ (x)]g‘*{g'(xnn F(x)+ g(x)ﬁ.f'(x)}
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